Probl\`{e}me de Lehmer relatif dans un tore : cas des hypersurfaces by Delsinne, Emmanuel
ar
X
iv
:m
at
h/
05
09
19
6v
1 
 [m
ath
.N
T]
  8
 Se
p 2
00
5 Problème de Lehmer relatif dans un tore :
as des hypersurfaes
Emmanuel DELSINNE
∗
Abstrat
We takle the relative Lehmer problem on algebrai subvarieties of a
multipliative torus. Generalizing a theorem of F. Amoroso and U. Zan-
nier, we give a lower bound for the normalized height of a non torsion
hypersurfae in terms of its obstrution index over Qab, the maximal
abelian extension of Q. We prove up to ε the sharpest onjeture that
an be formulated.
Résumé
Nous abordons le problème de Lehmer  relatif  pour les sous-variétés
algébriques d'un tore multipliatif. Généralisant un théorème de F. Amoroso
et U. Zannier, nous montrons que la hauteur normalisée d'une hypersur-
fae qui n'est pas de torsion est minorée en fontion de son indie d'ob-
strution sur Qab, l'extension abélienne maximale de Q. La minoration
ainsi obtenue orrespond à un ε-près à la onjeture la plus préise que
l'on peut formuler dans e adre.
1 Introdution
Nous nous proposons ii de poursuivre l'étude des minorations de la hauteur
normalisée des sous-variétés d'un tore amorée par F. Amoroso et S. David
dans [AD99℄, [AD00℄, [AD03℄ et [AD04℄. Soit n un entier naturel non nul. Nous
onsidérons le plongement naturel de Gnm dans Pn. La hauteur (normalisée)
d'un point α = (α1, . . . , αn) ∈ G
n
m est don la hauteur de Weil logarithmique
et absolue (ave la norme du sup aux plaes arhimédiennes) hˆ(α) du point
projetif (1 : α1 : . . . : αn). P. Philippon ([Phi91℄,[Phi94℄,[Phi95℄) dénit la
hauteur normalisée d'une sous-variété V de Gnm par :
hˆ(V ) = lim
m→+∞
h([m]V ) deg(V )
m deg([m]V )
,
où h(V ) (respetivement deg(V )) est la hauteur projetive (respetivement le
degré) de l'adhérene de Zariski de V dans Pn. L. Szpiro a également introduit
leminimum essentiel de V , noté µˆess(V ), omme la borne inférieure des nombres
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réels θ > 0 tels que l'ensemble des points P ∈ V (Q) de hauteur normalisée
bornée par θ soit Zariski-dense dans V . Si V est Q-irrédutible, on dispose alors
de la relation suivante, montrée dans [Zha95a℄ et [Zha95b℄ :
hˆ(V )
(dim(V ) + 1) deg(V )
≤ µˆess(V ) ≤
hˆ(V )
deg(V )
,
Le minimum essentiel et la hauteur normalisée ont la propriété remarquable
suivante, montré enore par S. Zhang (onfer [Zha92℄) : µˆess(V ) = 0 (et don
hˆ(V ) = 0) si et seulement si V est une variété de torsion (i.e. une réunion de
translatés de sous-tores de Gnm par des points de torsion).
Il est don naturel de herher à minorer le minimum essentiel (ou la hauteur
normalisée) d'une variété qui n'est pas de torsion (ou bien imposer des onditions
géométriques portant sur la dimension du stabilisateur de V ).
Une telle minoration va dépendre des aratéristiques géométriques de la
variété, par exemple son degré. Cependant, si l'on n'impose auune ondition
géométrique sur la variété, il faudra également tenir ompte de son orps de
dénition. En eet, soit H un sous-groupe de Gnm et soit αi une suite de points
de non-torsion dont la hauteur tend vers 0 (par exemple αi = (2
1/i, . . . , 21/i)).
Alors les variétés Vi := Hαi ont toutes même degré deg(H) mais leur minimum
essentiel µˆess(Vi) ≤ h(αi) onverge vers 0.
Le problème onsistant à trouver les meilleures bornes inférieures pour le
minimum essentiel des sous-variétés de Gmn est une généralisation d'une élèbre
question de D. H. Lehmer : existe-t-il un onstante c > 0 telle que pour
tout nombre algébrique α de degré d qui n'est pas une raine de l'unité on ait
h(α) ≥ c/d ? Si l'on ne suppose rien de plus sur α, 'est la meilleure minoration
possible, étant donné que h(21/d) = (log 2)/d. Dans ette diretion, le meilleur
résultat à e jour est un résultat de E. Dobrowolski :
Théorème 1.1. Il existe une onstante c > 0 tel que pour tout nombre al-
gébrique α de degré d(≥ 2) qui n'est pas une raine de l'unité :
h(α) ≥
c
d
(
log log d
log d
)3
.
Cependant F. Amoroso etU. Zannier ont montré dans [AZ00℄ que l'on a le
même type de minoration en remplaçant le degré total de α (i.e. d = [Q(α) : Q])
par le degré non abélien de α (i.e. [Qab(α) : Qab] où Qab désigne l'extension
abélienne maximale de Q). Notre but est de généraliser e résultat en dimension
supérieure.
Dans les problèmes de minoration en dimension supérieure, l'invariant le
plus n qui puisse tenir ompte de la nature arithmétique d'une variété est
l'indie d'obstrution. Quelques notations sont néessaires avant d'introduire et
invariant. Nous xons don Q une lotûre algébrique de Q et nous noterons Gnm
pour Gnm(Q). Soit V une sous-variété de G
n
m et soit K un sous-orps de Q. Nous
utiliserons les notations suivantes : Q(V ) désignera le orps de dénition de V ,
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K(V ) le orps K ·Q(V ) et V
K
la variété dénie par :
V
K
:=
⋃
σ∈Gal(Q/K)
σV.
Remarquons que deg V
K
= [K(V ) : K] degV .
Dénition 1.2. On appelle indie d'obstrution de V sur K l'entier ωK(V )
déni par :
ωK(V ) = min
Z⊇V
codimZ=1
{deg(Z
K
)}.
Par exemple, si V est une hypersurfae de Gnm, ωK(V ) = [K(V ) : K] degV.
F. Amoroso et S. David énonent alors une onjeture généralisant le
problème de Lehmer en dimension supérieure et obtiennent dans ette dire-
tion le résultat suivant, analogue du théorème de Dobrowolski en dimension
supérieure :
Théorème 1.3. Soit n un entier naturel non nul. Soit W une sous-variété
géométriquement irrédutible de Gnm de odimension k qui n'est ontenue dans
auune sous-variété de torsion. Alors
µˆess(W ) ≥
c(n)
ωQ(W )
log(3ωQ(W ))
−λ(k)
où c(n) et λ(k) sont des onstantes stritement positives ne dépendant respe-
tivement que de n et k.
Nous pouvons ainsi énoner la onjeture abélienne analogue :
Conjeture 1.4. Soit n un entier naturel non nul. Soit W une sous-variété
géométriquement irrédutible de Gnm qui n'est ontenue dans auune sous-variété
de torsion. Soit L une extension abélienne de Q. Alors
µˆess(W ) ≥
c(n)
ωL(W )
où c(n) est une onstante stritement positive ne dépendant que de n.
Dans ette diretion, en ombinant les tehniques de [AD00℄ et [AZ00℄,
nous obtenons le résultat suivant onernant les variétés de odimension 1 :
Théorème 1.5. Soit n un entier naturel non nul. Soit W une hypersurfae
géométriquement irrédutible de Gnm qui n'est pas de torsion. Soit L une exten-
sion abélienne de Q. Alors
µˆess(W ) ≥
c(n)
ωL(W )
(
log 2ωL(W )
log log 5ωL(W )
)−(1+6(n+1))
où c(n) est une onstante stritement positive ne dépendant que de n.
Remarquons également que pour les hypersurfaes, on peut attaquer e
problème d'un point de vue diérent. En eet, dans [AD03℄, F. Amoroso et
S. David obtiennent, en introduisant des hypothèses supplémentaires, une mi-
noration uniquement de nature géométrique .
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Théorème 1.6. Soit n un entier naturel non nul. Soit W une sous-variété
géométriquement irrédutible de Gnm de odimension k qui n'est ontenue dans
auun translaté de sous-tore. Alors
µˆess(W ) ≥
c(n)
ω
Q
(W )
log(3ω
Q
(W ))−λ(k)
où c(n) et λ(k) sont des onstantes stritement positives ne dépendant respe-
tivement que de n et k.
Ce résultat, appliqué aux hypersurfaes, nous indique que si W est une
hypersurfae géométriquement irrédutible qui n'est pas le translaté d'un sous-
tore alors :
µˆess(W ) ≥
c(n)
degW
log(3 degW )−81 (1.1)
Pour obtenir un résultat du type Théorème 1.5, il sut don de ne s'intéresser
qu'aux hypersurfaes qui sont des translatés de sous-tores par des points d'ordre
inni. Mais dans e as on peut failement se ramener au as du théorème
prinipal de [AZ00℄ et obtenir :
Théorème 1.7. Soit n un entier naturel non nul. Soit W une hypersurfae
géométriquement irrédutible de Gnm qui est le translaté d'un sous-tore par un
point d'ordre inni. Alors
µˆess(W ) ≥
c
n · ωL(W )
(
log(2[L(W ) : L])
log log(5[L(W ) : L])
)−13
où c est une onstante stritement positive.
Démonstration. Soient H un sous-tore géométriquement irrédutible de
odimension 1 et α un point d'ordre inni tels que W = αH . En tant que
sous-tore de Gnm de odimension 1, H est donné par une équation du type
Xλ = 1 ave λ ∈ Zn. Si on pose µ = (µ1, . . . , µn) ∈ N
n
ave µi = max(0,−λi)
et α = αλ ∈ Q, alors le polynme F (X) = Xµ(Xλ − α) est une équation de
W et il est lair que L(W ) = L(α). D'une part, omme W est une hypersurfae,
on a hˆ(W ) = hˆ(F ). D'autre part, un simple hangement de variables dans les
aluls de la mesure de Mahler de F nous donne hˆ(F ) = hˆ(X − α) = hˆ(α)
(pour les liens entre la hauteur normalisée des hypersurfaes et la mesure de
Mahler de leurs équations, voir par exemple, [Phi91℄, setion 2, partie B). Ainsi
en appliquant le théorème de [AZ00℄, on obtient :
hˆ(W ) ≥
c
[L(W ) : L]
(
log(2[L(W ) : L])
log log(5[L(W ) : L])
)−13
On onlut alors en utilisant l'inégalité de Zhang. 
En utilisant l'inégalité (1.1) et le théorème 1.7 on peut don obtenir un
résultat du type théorème 1.5 ave une onstante absolue omme exposant du
terme en log. Cependant, ette approhe du problème ne fontionne plus
en odimension supérieure et il faudra sans doute privilégier un raisonnement
ombinant les tehniques de [AZ00℄ et [AD99℄. L'objet de e papier est don de
démontrer le théorème 1.5 par ette voie.
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2 Notations et résultats préliminaires
Soit n un entier naturel non nul. Soient x, y ∈ Gnm et soit m ∈ N
∗
. On
notera :
xy = (x1y1, · · · , xnyn) et [m]x = (x
m
1 , · · · , x
m
n ).
On désignera par ker[m] le noyau du morphisme de multipliation par m dans
Gnm, i.e. l'ensemble des points dont les oordonnées sont des raines m-ièmes de
l'unité. Si V est une sous-variété de Gnm, on notera GV son stabilisateur :
GV = {x ∈ G
n
m, xV = V } =
⋂
y∈V
y−1V
et G0V la omposante neutre de GV . Le stabilisateur de V possède les propriétés
suivantes :
dim(GV ) ≤ dim(V ) et deg(GV ) ≤ deg(V )
dim(V )+1
.
Par ailleurs, si W est une sous-variété strite et géométriquement irrédutible de
Gnm, le degré de son image par le morphisme de multipliation par m vérie :
deg([m]W ) =
mdim(W ) deg(W )
| ker[m] ∩GW |
=
mdim(W )−dimGW deg(W )
| ker[m] ∩ (GW /G0W )|
.
où l'on a enore noté ker[m] le noyau de la multipliation par m dans Gnm/G
0
W .
On pourra trouver une démonstration de es résultats dans [AD99℄ et [Hin88℄.
Enn, nous aurons besoin du lemme suivant :
Lemme 2.1. Soit W une sous-variété de Gnm géométriquement irrédutible.
Soient K un orps de nombres, p un nombre premier et ζp une raine primitive
p-ième de l'unité. Alors l'extension
K([p]W, ζp) ⊆ K(W, ζp)
est abélienne de degré une puissane de p. De plus, si K(W, ζp) = K([p]W, ζp),
il existe ζ ∈ ker[p] tel que K(ζW ) = K([p]W ).
Démonstration. Soit τ ∈ Gal(Q/K([p]W, ζp)). Montrons que K(W, ζp) est
globalement stable sous-l'ation de τ . Pour ela, il sut de montrer que τ(W )
est dénie sur K(W, ζp). On a :
[p]τ(W ) = τ([p]W ) = [p]W.
Il existe don ξ ∈ ker[p] tel que τ(W ) = ξW et τ(W ) est dénie sur K(W, ζp).
L'extension K([p]W, ζp) ⊆ K(W, ζp) est don galoisienne. D'autre part, si l'on
onsidère l'appliation :
φ : Gal(K(W, ζp)/K([p]W, ζp)) −→
(
ker[p]/ker[p]∩GW
)
τ 7−→ ξ¯
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on vérie aisément que φ est bien dénie et que 'est un morphisme injetif.
Ainsi Gal(K(W, ζp)/K([p]W, ζp)) est isomorphe à son image par φ et don est
abélien. La première partie du lemme et don démontrée, passons à la seonde.
Remarquons d'abord que, par hypothèse,
K([p]W ) ⊆ K(W ) ⊆ K(W, ζp) = K([p]W, ζp).
Si K(W ) = K([p]W ) le résultat est trivial. Supposons don que K([p]W ) (
K(W ). Soit σ un générateur du groupe ylique
G = Gal(K([p]W, ζp)/K([p]W ))
et notons σ˜ un de ses prolongements à Q. Comme σ˜ xe K([p]W ) et a fortiori
Q([p]W ), on a :
[p]σ˜(W ) = σ˜([p]W ) = [p]W.
Il existe don ξ ∈ ker[p] tel que σ˜(W ) = ξW .
Montrons que σ(ξ) 6= ξ. Si ξ = (1, . . . , 1) alors σ˜(W ) = W et Q(W ) est
stable sous l'ation de G ; on en déduit que K(W ) = K([p]W ). Par ailleurs, si
ξ 6= (1, . . . , 1) et σξ = ξ, alors K(ξ) = K(ζp) est stable sous l'ation de G ; il
s'en suit que G est réduit à l'identité et K([p]W ) = K([p]W, ζp) ; a fortiori on a
enore K(W ) = K([p]W ). Dans les deux as, on obtient une ontradition ave
l'hypothèse K(W ) 6= K([p]W ).
On a don σ(ξ) = ξλ, ave λ ∈ Z et λ 6≡ 1 mod p. Soit u une solution de la
ongruene
(λ− 1)u+ 1 ≡ 0 mod p
et soit ζ := ξu. On a :
σ˜(ζW ) = σ(ζ)σ˜(W ) = ξλu+1W = ζW,
e qui montre que Q(ζW ) (don K(ζW )) est stable sous l'ation de G, et ainsi
K(ζW ) ⊆ K([p]W ). D'autre part, [p](ζW ) = [p]W , don es deux orps sont
égaux, e qui ahève la démonstration. 
3 Rédutions
Soit L une extension abélienne de Q. D'après le théorème de Kroneker-
Weber, L est ontenu dans une extension ylotomique de Q. Soit m ∈ N∗
minimal tel que L ⊆ Q(ζm). Si p est un nombre premier, on note ep(L) son
indie de ramiation dans L et e˜p(L) la puissane maximale de p divisant m.
On dénit également
e˜(L) =
∑
p premier
(e˜p(L)− 1).
Remarquons que si L′ ⊆ L sont deux extensions abéliennes de Q alors e˜(L′) ≤
e˜(L).
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Pour démontrer le théorème 1.5, on raisonne par l'absurde. Supposons don
qu'il existe L une extension abélienne de Q et W une hypersurfae géométrique-
ment irrédutible de Gnm non de torsion tels que le théorème 1.5 soit faux :
µˆess(W ) <
c(n)
ωL(W )
(
log 2ωL(W )
log log 5ωL(W )
)−(1+6(n+1))
. (3.1)
Nous pouvons supposer de plus que le degré δ := [L(W ) : L] est minimal
dans (3.1), i.e. pour toute hypersurfae géométriquement irrédutible W ′ qui
n'est pas de torsion et telle qu'il existe une extension abélienne L′ de Q vériant
[L′(W ′) : L′] < δ, on a :
µˆess(W
′) ≥
c(n)
ωL′(W ′)
(
log 2ωL′(W
′)
log log 5ωL′(W ′)
)−(1+6(n+1))
. (3.2)
Remarquons ensuite que la fontion
t 7→ t ·
(
log(2(degW )t)
log log(5(degW )t)
)1+6(n+1)
est roissante sur [1; +∞[. De plus, pour tout ζ ∈ (Gnm)tors , on a deg(ζW ) =
deg(W ) et µˆess(ζW ) = µˆess(W ). En partiulier, (3.1) et (3.2) impliquent que
pour tout ζ ∈ (Gnm)tors et toute extension abélienne L
′
de Q, on a :
[L′(ζW ) : L′] ≥ δ. (3.3)
Enn, soit A l'ensemble des extensions abéliennes L′ de Q telles qu'il existe
ζ ∈ (Gnm)tors vériant [L
′(ζW ) : L′] = δ. Soit
e˜ := min
L∈A
e˜(L).
Quitte à remplaer W par ζW pour un ertain ζ ∈ (Gnm)tors et L par L
′ ∈ A
nous pouvons supposer que L vérie les deux onditions suivantes :
[L(W ) : L] = δ (3.4)
e˜(L) = e˜ (3.5)
De plus, par un argument galoisien, nous avons le diagramme suivant :
L(W )
δ
vv
vv
vv
vv
vv
KK
KK
KK
KK
KK
L
HH
HH
HH
HH
HH
Q(W )
δ
ss
ss
ss
ss
ss
L ∩Q(W )
Q
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Étant donné que L ∩Q(W ) est une extension abélienne de Q et que
e˜(L ∩Q(W )) ≤ e˜(L) = e˜,
on a e˜(L∩Q(W )) = e˜. Cela nous permet de supposer, quitte à remplaer L par
L ∩Q(W ) que L ⊆ Q(W ), i.e :
Q(W ) = L(W ). (3.6)
Remarquons enn que l'on peut également supposer que :
∀ζ ∈ (Gnm)tors, Q(ζW ) ⊆ Q(W )⇒ Q(ζW ) = Q(W ). (3.7)
En eet, s'il existe ζ tel que Q(ζW ) ( Q(W ), nous avons L(ζW ) ⊆ L(W ), e
qui implique néessairement (par 3.3) L(ζW ) = L(W ) = Q(W ). Nous avons
ainsi le diagramme suivant :
Q(W )
δ
uu
uu
uu
uu
uu
MM
MM
MM
MM
MM
L
II
II
II
II
II
Q(ζW )
δ
qq
qq
qq
qq
qq
L ∩Q(ζW )
Q
Par le même argument, nous pouvons don remplaer W par ζW et L par
L ∩ Q(ζW ). Nous pouvons itérer e proédé, jusqu'à obtenir (3.7) (nombre
d'itérations ni ar le degré déroit stritement à haque étape).
Ainsi, nous onsidérons désormais une hypersurfae géométriquement irré-
dutible W qui n'est pas de torsion et une extension abélienne L de Q ontenue
dans Q(W ) qui satisfont (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7).
Notations. Soit m ∈ N∗. Dans toute la suite, nous noterons par Vm la variété
dénie par :
Vm =
⋃
σ∈Gal(Q/L)
[m]σ(W ) = [m]W
L
. (3.8)
On dénit également un ensemble de premiers exeptionnels :
E
ex
(V1) = {p premiers, p | |GV1/G
0
V1 |},
et on note P son omplémentaire dans l'ensemble des nombres premiers. Enn,
nous noterons s la dimension du stabilisateur de W .
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Lemme 3.1. Soit p ∈ P. Alors :
i) p ne divise pas |GW /G
0
W |,
ii) L([p]W ) = L(W ),
iii) deg(Vp) = p
n−1−sωL(W ).
Démonstration. i) On montre failement que GW ⊆ GV1 et G
0
W = G
0
V1
. Ainsi
GW /G
0
W est un sous-groupe de GV1/G
0
V1
et p ne divise pas |GW /G
0
W |.
ii) Il sut de montrer que L([p]W, ζp) = L(W, ζp) : le lemme 2.1 nous indique
alors l'existene de ζ ∈ ker([p]) tel que L(ζW ) = L([p]W ). Les onditions (3.3)
et (3.4) faite sur W nous donnent ainsi :
δ = [L(W ) : L] ≥ [L([p]W ) : L] = [L(ζW ) : L] ≥ δ.
On en déduit que L([p]W ) = L(W ).
Considérons l'extension abélienne
L([p]W, ζp) ⊆ L(W, ζp)
et supposons qu'il existe un élément σ 6= Id dans Gal(L(W, ζp)/L([p]W, ζp)) et
notons σ˜ un de ses prolongements à Q. On a
[p]σ˜W = σ˜[p]W = [p]W
don il existe ξ ∈ ker[p] diérent de (1, . . . , 1) tel que σ˜(W ) = ξW . Soit τ ∈
Gal(Q/L) ; il existe l ∈ Z tel que que τ−1ξ = ξl. On a alors, omme σ(ξ) = ξ :
ξτ(W ) = τ(ξlW ) = (τ ◦ σ˜l)(W ).
Don ξ ∈ GV1 . Mais omme G
0
V1
= G0W et σ 6= Id, on a ξ 6∈ G
0
V1
. On en
déduit que p divise |GV1/G
0
V1
|, e qui est absurde. On a don bien L([p]W, ζp) =
L(W, ζp) et le point (ii) est établi.
iii) Le point préédent nous assure que [p]W et W ont le même nombre
(= [L(W ) : L]) de onjugués au dessus de L. D'où :
deg(Vp) = [L(W ) : L] deg([p]W ).
Or, d'après (i), | ker[p] ∩GW /G
0
W | = 1. Don deg([p]W ) = p
n−1−s degW , et la
preuve du lemme est ahevée.

4 Lemmes pour l'extrapolation
Lemme 4.1. Soit p un nombre premier. Soit (p) = (π1 · · ·πr)
ep(L)
la déom-
position de (p) dans OL. Alors il existe un élément Φp du groupe de Galois
Gal(L/Q) tel que pour tout entier algébrique γ ∈ L :
γp − Φpγ ≡ 0 mod π1 · · ·πr.
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Démonstration. Voir [AZ00℄, Lemme 3.1. 
Lemme 4.2. Soit p ∈ P. Alors il existe un sous-groupe Hp de Gal(L/Q) d'ordre
|Hp| ≥ min{ep(L), p}
tel que pour tout entier algébrique γ ∈ L, pour tout σ ∈ Hp, on ait :
γp − σγp ≡ 0 mod pOL. (4.1)
De plus, pour tout prolongement τ ∈ Gal(Q/Q) de σ ∈ Hp\{Id}, on a :
τ [p]W 6= [p]W.
Démonstration. Si p n'est pas ramié dans L alors ep(L) = 1 et Hp = {Id}
auquel as le lemme est trivial. Si p est ramié dans L alors p est également
ramié dans Q(ζm), don p|m. Notons Gp := Gal(Q(ζm)/Q(ζm/p)) qui est y-
lique d'ordre p si p2|m, d'ordre p− 1 sinon. Par minimalité de m, L n'est pas
stable sous l'ation de Gp don Gp induit par restrition un sous-groupe non
trivial Hp de Gal(L/Q). Si p
2|m, alors néessairement |Hp| = p. Si p
2 ∤ m, alors
|Hp| | (p− 1) et |Hp| ≥ ep(L) ar p n'est pas ramié dans Q(ζm/p).
Soit γ ∈ L un entier algébrique. En partiulier, γ est un entier de Q(ζm),
don s'érit γ = f(ζm), ave f ∈ Z[X ]. Soit σ ∈ Hp. Cet automorphisme est la
restrition à L d'un ertain σ˜ ∈ Gp. Comme Q(ζm/p) est stable par l'ation de
σ˜, on a σ˜(ζpm) = ζ
p
m. On obtient ainsi, à l'aide du petit théorème de Fermat :
σ˜γp = σ˜f(ζm)
p ≡ σ˜f(ζpm) = f(ζ
p
m) ≡ γ
p mod pZ[ζm].
Ce qui, par restrition à L, nous donne (4.1).
Enn, soient σ ∈ Hp\{Id} et τ ∈ Gal(Q/Q) un prolongement de σ. Sup-
posons que τ [p]W = [p]W . Cei équivaut à dire que Q([p]W ) est stable sous
l'ation de τ . Notons E le sous-orps de L xé par σ. On a alors Q([p]W )∩L ⊆ E
don E([p]W ) ∩ L = E. Par un argument galoisien, les otés opposés du dia-
gramme suivant ont même degré :
L([p]W )
qq
qq
qq
qq
qq
qq
PP
PP
PP
PP
PP
PP
L
MM
MM
MM
MM
MM
MM
E([p]W )
nn
nn
nn
nn
nn
nn
(E =)L ∩ E([p]W )
Q
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On en déduit :
[L([p]W ) : E([p]W )] = [L : E].
De plus, par le lemme 3.1 et l'égalité (3.6), on a
L([p]W ) = L(W ) = Q(W ). (4.2)
Ainsi [Q(W ) : E([p]W )] = [L : E]. D'une part, omme E ( L (sinon σ = Id), on
a [L : E] > 1. D'autre part, omme l'extension L/E est galoisienne,
[L : E] = |Gal(L/E)| = ordre(τ) ≤ |Hp| ≤ p. (4.3)
On a don l'enadrement :
2 ≤ [Q(W ) : E([p]W )] ≤ p. (4.4)
Nous allons montrer que e degré est exatement p. Pour ela onsidérons une
raine primitive pième de l'unité, ζp, et les extensions yliques Q(W, ζp)/Q(W ),
E([p]W, ζp)/E([p]W ) et Q([p]W, ζp)/Q([p]W ) dont le degré divise p− 1. Remar-
quons que l'on a (f (4.2)) :
Q([p]W, ζp) ⊆ E([p]W, ζp) ⊆ L([p]W, ζp) = L(W, ζp) = Q(W, ζp).
Par ailleurs, par le lemme 2.1, l'extension Q(W, ζp)/Q([p]W, ζp) est abélienne de
degré une puissane de p. Il en est don de même pour l'extension intermédiaire
Q(W, ζp)/E([p]W, ζp). Supposons que Q(W, ζp) = E([p]W, ζp). On a
E([p]W, ζp) ⊆ E(W, ζp) ⊆ L(W, ζp) = Q(W, ζp)
don E(W, ζp) = E([p]W, ζp). Le lemme (2.1) implique alors l'existene d'un
ζ ∈ ker[p] tel que E(ζW ) = E([p]W ). Ainsi :
Q(ζW ) ⊆ E(ζW ) = E([p]W ) ⊆ L([p]W ) = L(W ) = Q(W ).
L'hypothèse (3.6) faite sur W implique que es quatre orps sont égaux ; en par-
tiulier Q(W ) = E([p]W ), e qui est impossible d'après (4.4). Don [Q(W, ζp) :
E([p]W, ζp)] = p
α
ave α ≥ 1. Ainsi p divise :
[Q(W, ζp) : E([p]W )] = [Q(W, ζp) : Q(W )][Q(W ) : E([p]W )].
Or [Q(W, ζp) : Q(W )] divise p − 1 ; le lemme de Gauss implique don que p
divise [Q(W ) : E([p]W )]. L'enadrement (4.4) nous indique alors que
[Q(W ) : E([p]W )] = p.
On a ainsi montré que [L : E] = [Q(W ) : E([p]W )] = p. On déduit alors
de (4.3) que le ardinal de Hp est p. Il en est don de même pour Gp. Notons
q := e˜p(L) et xons une q
ième
raine primitive de l'unité ζq = ζ
(m/q)
m . Comme
L(ζq) ⊆ Q(ζm), le groupe de Galois Gp induit par restrition un sous-groupe
non trivial de Gal(L(ζq)/Q), qui est néessairement ylique d'ordre p. Notons
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F le orps xé par e sous-groupe et ρ un générateur de Gal(L(ζq)/F). Alors
E ⊆ F et
ρζq = ζ˜pζq (4.5)
où ζ˜p est une raine primitive p
ième
de l'unité.
Nous allons montrer qu'il existe ζ ∈ (Gnm)tors tel que F(ζW ) ⊆ F([p]W ).
Nous pouvons supposer que F([p]W ) ( F(W ), sinon notre armation est triv-
iale ; don F([p]W ) ( L(W, ζq). De plus, par un argument galoisien, on a [L([p]W, ζq) :
F([p]W )] qui divise [L(ζq) : F] = p. Or L([p]W, ζq) = L(W, ζq), don :
[L(W, ζq) : F([p]W )] = [L([p]W, ζq) : F([p]W )] = p.
En utilisant de nouveau un argument galoisien, on obtient que la restrition :
r : Gal(L(W, ζq)/F([p]W ))→ Gal(L(ζq)/F)
est un isomorphisme de groupe. Soit ρ˜ un générateur de Gal(L(W, ζq)/F([p]W )).
Il existe alors ξ = (ζ˜α1p , . . . , ζ˜
αn
p ) ∈ ker[p] tel que :
ρ˜W = ξW
et, par (4.5) :
ρ˜ζq = ζ˜pζq.
Si on pose ζ = (ζ−α1q , . . . , ζ
−αn
q ), alors on a :
ρ˜(ζW ) = ρ˜(ζ)ρ˜(W ) = (ζ˜−α1p ζ
−α1
q , . . . , ζ˜
−αn
p ζ
−αn
q )ξW = ζW
Ainsi ζW est stable sous l'ation de Gal(L(W, ζq)/F([p]W )), i.e. F(ζW ) ⊆
F([p]W ).
On en déduit que :
[F(ζW ) : F] ≤ [F([p]W ) : F] ≤ [E([p]W ) : E] = δ.
Or, omme F ⊆ Q(ζm/p), on a e˜(F) < e˜(L). On vient ainsi de ontredire l'hy-
pothèse (3.5) faite sur W , e qui ahève la démonstration du lemme. 
5 Constrution de la fontion auxiliaire
Soit S un sous-espae vetoriel de Q
l
de dimension d. On dénit la hauteur
h2 de S omme le fait Shmidt (voir [Sh91℄, h.1, 8) par :
h2(S) =
∑
v
[Fv : Qv]
[F : Q]
log ||x1 ∧ · · · ∧ xd||v
où x1, . . . ,xd est une base de S sur un orps de nombre F quelonque sur lequel
S est rationnel, et || · ||v est la norme du sup si v est ultramétrique, la norme
eulidienne sinon. Pour x ∈ Q
l
, nous noterons, par abus de notation, h2(x) la
hauteur du sous-espae engendré par x.
Nous énonçons maintenant un théorème permettant de onstruire une fon-
tion auxiliaire dont le degré et la hauteur sont ontrolés.
12
Théorème 5.1. Soit V une hypersurfae de Gnm de degré Ω. Soient L et T
deux entiers naturels non nuls tels que L ≥ ΩT . Alors, pour tout ε stritement
positif, il existe un polynme non nul F ∈ Q[X1, · · · , Xn] à oeients entiers
algébriques, de degré inférieur ou égal à L, identiquement nul sur V à un ordre
supérieur ou égal à T tel que :
h2(F ) ≤ r
(
(T + n) log(L+ 1) + L(µˆess(V ) + ε)
)
+
1
2
log
(
L+ n
n
)
ave r =
(L+nn )−(
L−ΩT+n
n )
(L−ΩT+nn )
et où, par dénition, la hauteur d'un polynme est la
hauteur de la famille de ses oeients.
Démonstration. Nous noterons enore V l'adhérene de Zariski de V dans
Pn. Soit P ∈ Q[X0, · · · , Xn], homogène, qui engendre l'idéal assoié à V (on
a degP = Ω). L'ensemble E des polynmes homogènes de Q[X0, · · · , Xn] de
degré L identiquement nuls à un ordre ≥ T sur V est onstitué des polynmes
G.PT où G ∈ Q[X0, · · · , Xn] est homogène de degré L − ΩT . Si on y ajoute le
polynme nul, 'est un Q-espae vetoriel de dimension
(
L−ΩT+n
n
)
.
La démonstration est alors exatement elle du théorème 2.2 de [AD03℄ où
l'on a substitué E ∪ {0} à [P(T )]L et H(P
(T );L) à
(
L+n
n
)
−
(
L−ΩT+n
n
)
. Nous
obtenons ainsi un polynme F à oeients algébriques qui satisfait les pro-
priétés voulues. Quitte à multiplier F par un entier algébrique (e qui ne modie
en rien sa hauteur) , on peut supposer que F est à oeients entiers algébriques,
e qui donne le résultat souhaité. 
Corollaire 5.2. Soit V une hypersurfae de Gnm de degré Ω, qui n'est pas de
torsion. Soient L et T deux entiers naturels non nuls tels que L ≥ 2ΩT . Alors
il existe un polynme non nul F ∈ Q[X1, · · · , Xn] à oeients entiers al-
gébriques, de degré ≤ L, nul sur V à un ordre ≥ T tel que :
h2(F ) ≤
2n+1ΩT
L
(
(T + n) log(L+ 1) + 2Lµˆess(V )
)
+
n
2
log(L+ 1).
Démonstration. Comme V n'est pas de torsion, il sut d'appliquer le
théorème préédent ave ε = µˆess(V ), d'utiliser l'inégalité
(
L+n
n
)
≤ (L + 1)n
et de remarquer que si L ≥ 2ΩT , on a :
(
L+n
n
)
−
(
L−ΩT+n
n
)
(
L−ΩT+n
n
) ≤ 2n+1ΩT
L
.

6 Extrapolation
Nous utiliserons à plusieurs reprises un lemme d'approximation qui permet
d'exhiber un dénominateur ommun loal :
13
Lemme 6.1. Soient K un orps de nombres, OK son anneau d'entiers et v une
plae ultramétrique de K. Soit α = (α1, . . . , αn) ∈ K
n
. Il existe alors β ∈ OK
tel que :
(βα1, . . . , βαn) ∈ OK
n
et |β|v = max {1, |α1|v, . . . , |αn|v}
−1
.
Démonstration. Voir [AD99℄, lemme 3.2. 
Proposition 6.2. Soit p un nombre premier et soient T1 et L1 deux entiers
naturels non nuls. Supposons qu'il existe un polynme non nul F1 à oeients
entiers algébriques, de degré au plus L1, identiquement nul sur V1 ave mul-
tipliité supérieure ou égale à T1. Soit v une valuation sur Q qui prolonge la
valuation p-adique. Alors, pour tout α ∈ W et pour tout τ qui prolonge Φp, on
a :
|F τ1 (α
p)|v ≤ p
−T1/ep(L)max {1, |α1|v, · · · , |αn|v}
pL1 .
Démonstration. Si pOL = (π1 · · ·πr)
ep(L)
, notons Q l'idéal π1 · · ·πr. Soient
α ∈ W et τ ∈ Gal(Q/Q) qui prolonge Φp. D'après le lemme 6.1, il existe une
équation réduite f ∈ OL[X] de V1 telle que |f
τ |v = 1.
Par le petit théorème de Fermat et le lemme 4.1, on a :
f(X)p ≡ f τ (Xp) mod QOL[X].
En utilisant de nouveau le lemme 6.1, il existe η ∈ OQ(α) tel que :
ηα1, . . . , ηαn ∈ OQ(α)
et |η|v = max {1, |α1|v, . . . , |αn|v}
−1
.
On a alors :
|ηp deg(f)f τ (αp)|v = |η
p deg(f)f(α)p − ηp deg(f)f τ (αp)|v ≤ p
−1/ep(L).
Don
|f τ (αp)|v ≤ p
−1/ep(L)max {1, |α1|v, . . . , |αn|v}
pdeg(f) .
Comme F1 est à oeients entiers algébriques et |f
τ |v = 1, nous avons la
fatorisation F1 = q · f
T1
ave |qτ |v ≤ 1. Ainsi :
|F τ1 (α
p)|v ≤ p
−T1/ep(L)max {1, |α1|v, . . . , |αn|v}
pL1 .

Dans le as où la ramiation est grande, l'étape d'extrapolation est dif-
férente. Nous devons au préalable établir un lemme tehnique.
Notation. Soit n ∈ N∗ et f un polynme. Nous noterons fn le polynme dont
les oeients sont obtenus en élevant eux de f à la puissane n.
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Lemme 6.3. Soient p un nombre premier, K un orps de nombres et OK son
anneau d'entiers. Soient f ∈ OK[X] et ζ ∈ ker[p]. Alors
∏p−1
j=0 f(ζ
jX) ∈ OK[X]
et
p−1∏
j=0
f(ζjX) ≡ fp(X
p) mod pOK[X ].
Démonstration. Soit ζp une raine primitive p-ième de l'unité. Il existe
(a1, . . . , an) ∈ N
n
tels que ζ = (ζa1p , . . . , ζ
an
p ). On peut alors érire le produit∏p−1
j=0 f(ζ
jX) omme un résultant :
p−1∏
j=0
f(ζjX) = ResY (f(Y
a1X1, . . . , Y
anXn), Y
p − 1).
Cei implique que e produit est un polynme à oeients dans OK. De plus,
modulo pOK[X ], on a
p−1∏
j=0
f(ζjX) ≡ ResY (f(Y
a1X1, . . . , Y
anXn), (Y − 1)
p)
≡ f(X)p
≡ fp(X
p) ,
e qui nous donne la ongruene annonée. 
Lemme 6.4. Soient p ∈ P, v une plae de OL au dessus de p et τ ∈ Gal(Q/Q)
tel que τ|L ∈ Hp. Il existe alors un polynme g ∈ OL[X] tel que :
i) g est une équation réduite de Vp,
ii) |gτ |v = 1,
iii) Il existe t ∈ N∗ tel que g(Xp) ≡ f(pt)(X
pt) mod pOL[X],
où f ∈ OL[X] est une équation réduite de V1.
Démonstration. Considérons l'ensemble algébrique suivant :
[p]−1Vp =
⋃
ζ∈ker[p]
ζV1 =
⋃
ζ∈H
ζV1 (6.1)
où H est le groupe quotient déni par :
H =
(
ker[p]/ker[p]∩GV1
)
.
(Remarquons que la variété ζV1 pour ζ ∈ H est bien dénie ar elle-i ne
dépend pas, par onstrution de H, du représentant de ζ hoisi dans ker[p].)
Dans le dernier membre de l'égalité (6.1), la réunion est onstituée d'hypersur-
faes n'ayant auune omposante irrédutible ommune. En eet, d'une part
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la réunion est faite modulo le stabilisateur de V1, e qui nous assure que pour
deux éléments distints ζ et ζ˜ de H, on a ζV1 6= ζ˜V1 ; d'autre part, pour tout
plongement σ : L(W ) →֒ Q qui xe L, on a Gσ(W ) ⊆ GV1 , et don de même
ζσ(W ) 6= ζ˜σ(W ). Enn, si l'on suppose l'existene de σ et σ˜ deux plonge-
ments distints de L(W ) dans Q tels que σ|L = σ˜|L = Id et pour lesquels on a
ζσ(W ) = ζ˜σ˜(W ) (ave ζ, ζ˜ ∈ ker[p]), ei implique, par multipliation par p,
que σ([p]W ) = σ˜([p]W ), e qui est impossible ar L(W ) = L([p]W ) (f lemme
3.1).
Soit f ∈ OL[X] une équation réduite de V1 telle que |f
τ |v = 1 (f proposition
6.2) ; on pose
h(X) :=
∏
ζ∈H
f(ζX)
où l'on hoisit pour haque terme du produit un représentant de la lasse d'équiv-
alene. Alors, d'après e qui préède, on a h est une équation réduite pour
[p]−1Vp. En eet, soient s la dimension du stabilisateur de V1 et ζ1, · · · , ζn−s
une base d'un supplémentaire de ker[p] ∩GV1 dans ker[p]. Posons :
h(X) =
∏
(a1,...,an−s)∈(Z/pZ)n−s
f(ζa11 · · · ζ
an−s
n−s X).
Grâe au lemme préédent et par réurrene, on a :
h ∈ OL[X] et h(X) ≡ fpn−s(X
pn−s) mod pOL[X ]. (6.2)
Par ailleurs, on a également :∏
ζ∈ker[p]
f(ζX) ∈ OL[X
p] ,
et pour tout ζ˜ ∈ ker[p], ∏
ζ∈ker[p]∩GV1
f(ζ˜ζX) = (f(ζ˜X))p
s
.
On en déduit que h(X)p
s
∈ OL[X
p]. Comme h n'est pas un monme (h dénit
une sous-variété de Gnm), on a également h ∈ OL[X
p]. On dénit alors g par
g(Xp) = h(X).
Ainsi, g est à oeients dans OL et est une équation réduite de Vp ; par on-
strution, ayant hoisi f tel que |f τ |v = 1, on a également |g
τ |v = 1 ; enn,
omme s ≤ n− 2, la ongruene (6.2) nous assure le point (iii). 
Proposition 6.5. Soit p ∈ P et soient T2 et L2 deux entiers naturels non nuls.
Supposons qu'il existe un polynme non nul F2 à oeients entiers algébriques,
de degré au plus L2, identiquement nul sur Vp ave multipliité supérieure ou
égale à T2. Soit v une valuation de Q qui prolonge la valuation p-adique. Alors,
pour tout α ∈W et pour tout τ qui prolonge un élément Hp, on a :
|F τ2 (α
p)|v ≤ p
−T2 max {1, |α1|v, · · · , |αn|v}
pL2 .
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Démonstration. Soient α ∈ W et τ ∈ Gal(Q/Q) tel que τ|L ∈ Hp. On suit
alors exatement le même raisonnement que dans la preuve de la proposition
6.2, en substituant le polynme g onstruit dans le lemme préédent à f , l'idéal
(p) à Q, et en remarquant que :
gτ (Xp) ≡ (fpt)
τ (Xp
t
) mod pOL[X] (lemme 6.4)
≡ fpt(X
pt) mod pOL[X] (lemme 4.2)
≡ f(X)p
t
mod pOL[X].

7 Démonstration du théorème
La démonstration suit le shéma lassique d'une preuve de transendane :
nous onstruisons tout d'abord une fontion auxiliaire s'annulant ave forte
multipliité sur une ertaine variété (étape d'interpolation) ; puis nous en dé-
duisons l'annulation de ette fontion sur une variété de grand degré (étape
d'extrapolation) pour aboutir à une ontradition.
Dans toute la suite, nous noterons ci, i ∈ N, des onstantes stritement
positives ne dépendant (éventuellement) que de n. Nous noterons également
C une onstante (ne dépendant éventuellement que de n) stritement positive
susamment grande an que les inégalités i-dessous soient vraies. Enn, pour
alléger les notations, on pose :
∆(W ) =
log(2ωL(W ))
log log(5ωL(W ))
.
Nous xons maintenant deux paramètres :
N = C9∆(W )5 log(2ωL(W ))
et E = C3∆(W )2.
Soit Λ l'ensemble de nombres premiers p ∈ P tels que N/2 ≤ p ≤ N . Le
lemme suivant nous renseigne sur le ardinal de Λ.
Lemme 7.1. On a
|Λ| ≥ c1
N
logC · log log(5ωL(W ))
.
Démonstration. Par le théorème des nombres premiers, il existe c2 > 0 tel
que l'ensemble des nombres premiers ompris entre N/2 et N soit de ardinal
supérieur à
c2
N
logN
≥ c3
N
logC · log log(5ωL(W ))
.
Par ailleurs, il y a au plus log(|GV1/G
0
V1
|)/ log 2 premiers qui divisent |GV1/G
0
V1
|
et l'on a :
|GV1/G
0
V1 | ≤ deg(GV1) ≤ deg(V1)
n = ωL(W )
n.
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Nous pouvons ainsi majorer le ardinal de Eexc(V1) :
|Eexc(V1)| ≤
n
log 2
logωL(W ).
Il existe don une onstante c1 telle que le lemme soit vrai. 
Notons maintenant Λ1 l'ensemble des premiers p ∈ Λ tels que ep(L) ≤ E et
Λ2 son omplémentaire dans Λ. Nous distinguons alors deux as.
7.1 Une majorité de premiers de Λ sont peu ramiés.
Supposons en eet que
|Λ1| ≥
c1
2
N
logC · log log(5ωL(W ))
.
Nous introduisons alors les deux nouveaux paramètres suivants :
L1 =
[
C8ωL(W )∆(W )
6
]
et T1 =
[
C4∆(W )3
]
.
L'étape d'interpolation onsiste en la onstrution d'une fontion auxiliaire
de petite hauteur s'annulant ave forte multipliité sur V1 :
Proposition 7.2. Il existe un polynme non nul F1 à oeients entiers ra-
tionnels de degré ≤ L1, nul à un ordre ≥ T1 sur V1 et tel que :
h2(F1) ≤ c4 logC · log(2ωL(W )). (7.1)
Démonstration. Remarquons tout d'abord que l'on a :
µˆess(V1) = µˆess(W ) et deg(V1) = ωL(W ).
Ainsi L1 ≥ 2 deg(V1)T1. Le orollaire 5.2 nous indique alors l'existene d'un
polynme non nul F1 à oeients entiers algébriques, de degré≤ L1, s'annulant
sur V1 ave multipliité ≥ T1, tel que :
h2(F1) ≤
2n+1ωL(W )T1
L1
(
(T1 + n) log(L1 + 1) + 2L1µˆess(W )
)
+
n
2
log(L1 + 1).
Grâe aux hoix des paramètres et à la majoration (3.1) de µˆess(W ), on a :
h2(F1) ≤ c5 logC · log(2ωL(W )) + c6C
4ωL(W )∆(W )
3µˆess(W )
≤ c5 logC · log(2ωL(W )) + c6C
4c(n)∆(W )2−6(n+1).
Si c(n) ≤ C−4 logC, on a alors :
h2(F1) ≤ c4 logC · log(2ωL(W )).

La fontion auxiliaire ainsi onstruite s'annule alors sur des onjugués de
multiples de W :
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Proposition 7.3. Ave les notations préédentes, F1 est nul sur les τ
−1[p]W
pour tout p ∈ Λ1 et tout τ ∈ Gal(Q/Q) qui prolonge Φp.
Démonstration. Supposons qu'il existe un premier p ∈ Λ1 et un automor-
phisme τ ∈ Gal(Q/Q) qui prolonge Φp tel que F
τ
1 ne soit pas identiquement
nul sur [p]W . Alors il existe α ∈ W de hauteur inférieure à 2µˆess(W ) tel que
F τ1 (α
p) 6= 0. Soit F un orps ontenant les oeients de F τ1 et α. Soit v une
plae de F. Alors, par la proposition 6.2,
si v | p, |F τ1 (α
p)|v ≤ p
−T1/ep(L)max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}
pL1 .
Par ailleurs, on a les majorations usuelles :
si v | ∞, |F τ1 (α
p)|v ≤ |F
τ
1 |v(L1 + 1)
nmax{1, |α1|v, . . . , |αn|v}
pL1
si v ∤∞, |F τ1 (α
p)|v ≤ max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}
pL1 .
La formule du produit donne alors :
0 =
1
[F : Q]
∑
v∈MF
[Fv : Qv] log |F
τ
1 (α
p)|v
≤ −
T1
ep(L)
log p+ pL1h(α) + h(F1) + n log(L+ 1).
En utilisant le fait que ep(L) ≤ E puis les inégalités (7.1) (en remarquant que
h(F1) ≤ h2(F1)) et (3.1), on obtient :
0 ≤ −
T1
E
log
N
2
+ 2NL1µˆess(W ) + h2(F1) + n log(L+ 1)
≤ −c7C log(2ωL(W )) + 2c8C
17ωL(W )∆(W )
11 log(2ωL(W ))µˆess(W )
+c6 logC · log(2ωL(W )) + c9 logC · log(2ωL(W ))
≤ −c10C log(2ωL(W )) + c8C
17c(n)∆(W )11−6(n+1) log(2ωL(W ))
Si c(n) < c−18 c10C
−16
, on aboutit alors à une ontradition. 
On déduit de ette proposition que F1 s'annule sur :
V˜1 :=
⋃
p∈Λ1
⋃
τ:L([p]W) →֒Q
τ|L=Φp
τ−1[p]W.
Par ailleurs, d'après le lemme 3.1, si p ∈ Λ1, on a :
[L([p]W ) : L] = [L(W ) : L] = δ.
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Il existe don exatement δ morphismes distints τ : L([p]W ) →֒ Q qui prolon-
gent Φp. De plus, le lemme 2.3 de [AD99℄ assure que si p 6= q et si τ1 et τ2 sont
deux éléments de Gal(Q/Q), alors τ1([p]W ) 6= τ2([q]W ). D'où :
deg V˜1 =
∑
p∈Λ1
δ deg([p]W )
=
∑
p∈Λ1
pn−1−sδ degW
≥ |Λ1|ωL(W )
(
N
2
)n−1−s
≥ c11
Nn−s
logC · log log(5ωL(W ))
ωL(W )
≥ c11
N
logC · log log(5ωL(W ))
ωL(W )
≥ c11
C
logC
L1,
e qui onstitue une ontradition (pour C assez grand) puisque F1 est nul sur
V˜1 et degF1 ≤ L1.
7.2 Une majorité de premiers de Λ sont beauoup ram-
iés.
Supposons maintenant que
|Λ2| ≥
c1
2
N
logC · log log(5ωL(W ))
.
Nous introduisons alors les deux nouveaux paramètres suivants :
L2 =
[
C9(n−s)+2ωL(W )∆(W )
6(n−s)+2
]
et T2 = [C∆(W )]
et nous onsidérons l'ensemble algébrique U , réunion d'hypersufaes :
U =
⋃
p∈Λ2
Vp .
Grâe au lemme 3.1 :
degU ≤ |Λ2|N
n−1−sωL(W ) ≤ c12
Nn−s
logC · log log 5ωL(W )
ωL(W )
et
µˆess(U) = max
p∈Λ2
µˆess([p]W
L
) ≤ Nµˆess(W ).
Comme dans le as préédent,
20
Proposition 7.4. Il existe un polynme non nul F2 à oeients entiers ra-
tionnels de degré ≤ L2, nul à un ordre ≥ T2 sur U et tel que :
h2(F2) ≤ c13 logC · log(2ωL(W )). (7.2)
Démonstration. On a L2 ≥ 2T2 · degU . D'après le orollaire 5.2, il existe
don un polynme non nul F2 à oeients entiers algébriques, de degré ≤ L2,
s'annulant sur U ave multipliité ≥ T2, tel que :
h2(F2) ≤
2n+1T2 degU
L2
(
(T2+n) log(L2+1)+ 2L2Nµˆess(W )
)
+
n
2
log(L2+1).
Grâe aux hoix des paramètres et à la majoration (3.1) de µˆess(W ), on a :
h2(F2) ≤ c14 logC · log(2ωL(W ))
+c15C
1+9(n+1−s)ωL(W )∆(W )
1+6(n−s+1)µˆess(W )
≤ c14 logC · log(2ωL(W )) + c15C
1+9(n+s)c(n).
Si c(n) ≤ C−(1+9(n−s+1)) logC, on a alors :
h2(F2) ≤ c13 logC · log(2ωL(W )).

Passons maintenant à l'extrapolation :
Proposition 7.5. Ave les notations préédentes, F2 est nul sur les τ [p]W pour
tout p ∈ Λ2 et tout τ ∈ Gal(Q/Q) tel que τ|L ∈ Hp.
Démonstration. Supposons qu'il existe un premier p ∈ Λ2 et un automor-
phisme τ ∈ Gal(Q/Q) qui prolonge un élément de Hp tel que F
τ
2 ne soit pas
identiquement nul sur [p]W . Alors il existe α ∈ W de hauteur inférieure à
2µˆess(W ) tel que F
τ
2 (α
p) 6= 0. Soit F un orps ontenant les oeients de F τ2
et α. Soit v une plae de F. Alors, par la proposition 6.5,
si v | p, |F τ2 (α
p)|v ≤ p
−T2 max{1, |α2|v, . . . , |αn|v}
pL2 .
La formule du produit donne alors :
0 =
1
[F : Q]
∑
v∈MF
[Fv : Qv] log |F
τ
2 (α
p)|v
≤ −T2 log p+ pL2h(α) + h(F2) + n log(L+ 1).
En utilisant les inégalités (7.2) et (3.1), on obtient :
0 ≤ −T2 log
N
2
+ 2NL2µˆess(W ) + h2(F2) + n log(L+ 1)
≤ −c17C log(2ωL(W ))
+c18ωL(W )C
2+9(n−s+1)∆(W )1+6(n−s+1) log log(5ωL(W ))µˆess(W )
≤ −c17C log(2ωL(W )) + c18C
2+9(n+1)c(n) log log(5ωL(W )).
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Ce qui onstitue une ontradition dès que c(n) < c18
−1c17C
−(1+9(n+1))
. 
On déduit de ette proposition que F2 s'annule sur :
U˜ :=
⋃
p∈Λ2
⋃
τ:L([p]W ) →֒Q
τ|L∈Hp
τ [p]W.
Soit p ∈ Λ2 et soit σ ∈ Hp. Comme dans le as préédent, il existe exatement
δ morphismes distints τ : L([p]W ) →֒ Q qui prolongent σ. De plus, la dernière
assertion du lemme 4.2 assure que si σ˜ ∈ Hp\{σ} et si τ et τ˜ ∈ Gal(Q/Q) sont
tels que τ|L = σ et τ˜|L = σ˜ , alors τ([p]W ) 6= τ˜ ([p]W ). Assoiant ela au fait que
si p 6= q et si τ1, τ2 ∈ Gal(Q/Q), alors τ1([p]W ) 6= τ2([q]W ), on obtient :
deg U˜ =
∑
p∈Λ2
δ|Hp| deg([p]W )
= ωL(W )
∑
p∈Λ2
|Hp|p
n−1−s.
Remarquons enn que :
|Hp| ≥ max(p, ep(L)) ≥ max(N/2, E) ≥ E.
On a alors :
deg U˜ ≥ ωL(W )|Λ2|E
(
N
2
)n−1−s
≥ c19
Nn−s
logC · log log(5ωL(W ))
EωL(W )
≥ c20
C
logC
L2,
e qui est de nouveau une ontradition et ahève la preuve du théorème.
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